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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei µ ein äußeres Maß auf X. Zeigen Sie

µ(A4B) = 0 impliziert µ(A) = µ(B).

Sei weiterhin (Ai) ⊂ X eine Folge von Mengen, und es konvergiere
∑∞

i=1 µ(Ai).
Zeigen Sie

lim
ı→∞

µ(Ai4A) = 0 impliziert lim
i→∞

µ(Ai) = µ(A).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei X = Q∩ (0, 1] und M das Mengensystem, welches aus allen Mengen der Gestalt
M = Q ∩ (a, b] mit 0 ≤ a < b ≤ 1 besteht. Sei f : M → [0, 1] definiert durch
f(Q ∩ (a, b]) = b− a. Zeige, dass f nicht σ-additiv ist.

.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei J := {(a; b]; a, b ∈ R, a ≤ b} der Halbring der links-offenen, rechts-
abgeschlossenen Intervalle.
(a) Sei F : R → R eine wachsende Funktion (d.h., F (x) ≤ F (y) für x ≤ y). Zeigen
Sie, dass durch IF ((a; b]) := F (b)− F (a) ein endlicher Inhalt auf J definiert wird.
(b) Seien F,G : R → R wachsende Funktionen. Zeigen Sie, dass IF = IG genau
dann, wenn F −G konstant ist.
(c) Sei I ein endlicher Inhalt of J und definiere FI : R → R durch

FI(x) :=

{
I((0, x]), für x ≥ 0

−I((x, 0]), für x < 0.

Zeigen Sie, dass FI wachsend ist und IFI
= I gilt.

(d) Sei F : R → R wachsend. Zeigen Sie F = FIF + F (0).

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei (µn)n eine isotone Folge von Prämaßen auf einem Ring R, d.h. µn(A) ≤ µn+1(A)
für alle A ∈ R und alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass µ(A) := limn→∞ µi(A) ein Prämaß
auf R definiert.
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